CAPA CERRADA; Ecuaciones de ROOTHAAN
ECUACIONES Restrictas de Hartree-Fock (RHF)

A partir del conjunto de orbitales espaciales se obtiene, como ya vimos, el
conjunto de spin orbitales restrictos

WY j(r)a(cw)
() B(w)

xi(x) =

Y el estado fundamental de HF de capa cerrada:

Il]!0> = Ixﬂfz CUCAN— AN = I'.h% e, 'ﬁﬁ;z'}N;z)

Los orbitales espaciales ocupados son entonces orbitales moleculares (MO)
doblemente ocupados:

{Yula=1,2,..., Nj2}

El objetivo ahora es escribir las ecuaciones de Haartree-Fock en la base espacial,
integrando las ecuaciones de HF en el spin

Sx )x(x4) = exi(xy)

entonces
f(xl)*.f’j(rl)a(mﬂ = 5j¢j(rl)“(m1)
(se obtiene la misma ecuacién para spin beta,)
[ [do, a*(wl)f(xl)a(wl)] V) = 80(ry)
Usando la expresion del operador de FOCK:
f(x,) = hir,) + i Idxz Xa(x2)riz (1 — 2 2)x{x2)

Se obtiene



Id(ul a*(wl)f(xl)a(wl)] \!/j(rﬂ = [fdwl oc*(col)h(l'l)a(wl)] 's"j(rl)

+ [Z Idml dx, 0¥ )y X x)r; (1 - glz)xc(xz)a(wl)] '.f’j('ﬂ
= j'pj(rl)

Por lo cual podemos definir el operador de Fock, f(r;) de capa cerrada

fr) = fdw1 o*(,) f(x,)olco,)

Por lo tanto
f(rl)')bj(rl) = h("l)‘!’j(h) + Z fdwl dx, “‘(wl)xr(xz)ﬁ_zlXc(xz)“(wﬂ'.{’j(l'ﬂ
- Z [ der, ax; eI rdx D) ix)

= Ej'pj(rl)

Ahora bien, en la capa cerrada tenemos cada orbital espacial ocupado con un
electrén a y un electron B, (tenemos el mismo numero de spin-orbitales a 'y )

N/2  NJ2

ZZZ

y por lo tanto
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Integramos en el spin, y dado que las 2 contribuciones de COULOMB son
idénticas:

N2

Sewiey) = he W (ry) + 2 Z J‘dl'z YHr)r; c(l'zj:l'l‘j("ﬂ

'_N,-‘Z

- X Jar w:(rz)rlzw,(rz)]wcfm
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Por lo tanto, el operador de Fock de capa cerrada es

N/2

fe) =hey) + X [dea w22 — 2iridvele

O bien

N2

f() =h(1)+ Y 27,(1) — K1)

(recordemos operadores de Coulomb e Intercambio.

J0) = [dr, ¥2Qr33v,Q)

K (Y1) = [ far, :r(z)r;;wim] V1)

Por lo tanto, las ecuaciones espaciales de Hartree-Fock
f(l)Wj(l) = sj\l‘j(l)

Y la energia (en orbitales espaciales OM ocupados) correspondiente al estado
fundamental de Hartree-Fock:

Eq = (¥o|l#|¥o> =2 (ab|la) + Y ) 2(aa|bb) — (ablba)
a a b
=2¥h,+Y¥2J,—~ K
a a b



ECUACIONES DE ROOTHAAN

Dado que hemos eliminado el spin en la seccion anterior, ahora podemos encontrar
los orbitales moleculares ocupados, introduciendo una base (la base de funciones
es dato del problema)

Dada la ecuacion integro-diferencial
SEY(r) = gri(r)

Introducimos un conjunto de K funciones espaciales que definen el espacio de las
coordenadas espaciales

®, ={p,(r),n=12,.. K}

El conjunto de orbitales espaciales es ortonormal y completo, y por lo tanto cualquier
funcidén de las coordenadas espaciales puede desarrollarse en ese conjunto. Por
ejemplo, los OMs

K
Wl=chi¢p i_—-l,Z,...,K
r=1

Como dijimos muchas veces, siempre estamos restringidos a que el numero K es
finito, es la llamada aproximacién algebraica, y por lo tanto es importante que el
mismo sea lo mas grande posible ya que nuestras soluciones son validas en el

espacio expandido por el conjunto {¢,, (1) }k

Es fundamental utilizar una base de funciones espaciales lo mas extensa posible
para hacer una busqueda precisa y confiable de los Orbitales Moleculares (OMs)
ocupados.

Busquemos los coeficientes del desarrollo de los OMs en la base espacial, {¢,,}

Y Cup)=¢) C.dL1)

Multiplicamos por q)”* e integramos miembro a miembro
> Cu [dry g2 (1) = & ¥ C,i [dr, $F(0SAN)

Definimos:



1. Matriz de OVERLAP (Solapamiento) S,

S = [ dr, S

Es cuadrada (KxK); hermitica; simétrica. Con 0 < IS#‘,' < ],

Ya que los orbitales espaciales no se definen ortogonales. Los elementos de la
diagonal son la unidad porque esos orbitales estan normalizados. Sus autovalores
son positivos y por lo tanto es una matriz definida positiva.

2. Matriz de FOCK

F,, = (dr, 30 f(dy1)

Matriz de KxK, Por lo general real y simétrica.

f(1) es un operador que se puede desarrollar en cualquier base espacial, ahora lo
haremos en la base {¢,}. Escribamos las ecuaciones de HF en esta base

2. F,C.i=1g;2 S5,.Cu i=1,2,..., K

Son las llamadas ecuaciones de Roothaan

En esta ecuacion matricial aparece

Ci1i Crz - Cyk
C= Cyy Czp - Cak

Cx1 Cgz v Cig

Matriz de los coeficientes del desarrollo de los OMs en la base espacial.



€k
matriz de energias orbitales. Es una

matriz diagonal de KxK.

Ahora el problema de determinar los OMs se reduce a encontrar la matriz C y las
energias orbitales con la solucion de FC = SCes.

Definamos la densidad de carga
Densidad de carga

NiZ

p(r) =2 ) |0
a tal que p(r)dr es la probabilidad de
encontrar cualquier electron en el elemento de volumen dr,
alrededor derr.

La integral de esta cantidad es la carga electronica total, el nimero de electrones
N

Ni2

N2
[arpm =23 [arpmP =2y 1=N

Ahora es el momento de introducir la base de funciones espaciales en el
desarrollo de la densidad.



N/2

pir) =2 3 YaEh,(r)

N/2

2Y T CLAO Y Cout (1)
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)3 [2 ) C,mC:;] P, (r)¥(r)

> P, (k)

Donde queda definida la matriz densidad de ler orden, o de bond order
NiZ
P,=2) C,C*
v ua™va
a esta matriz es muy util, como
veremos en la practica para evaluar densidades de carga, por ejemplo, asociadas

a determinados 4tomos o grupo de atomos, concepto clasico de union interatémica,
etc.

Matriz de Fock en la base espacial

Utilizamos el desarrollo en la base espacial en el operador de Fock
NJ2Z

f()=h(1) + 3 2J,(1) — K,(1)

Fpo = [dr, 2/ (1)g,(1)
NJ2
= [ prnpm + Y [ gRO27.0 — K(D]g)

N/2
= H + ) 2(uv|aa) — (palav)
“ ver que |a >es un OMy por lo
tanto hay que desarrollarlo en la base {¢,}



definimos

H;?,rc — fdrl ¢;‘(1)h(1)¢v(1)

con

i Z
h(1) = —- Vi — A
M) 2! §|r1_ A'

Y esto permite definir los elementos de matriz de la energia cinética y del potencial

Vist = [dr, $20) [—; i ’_Z_*RAI ]ml)

_ |
H® = T, + V0

Ver que estas cantidades, H,u, y Tuw se pueden evaluar ni bien definimos la
base {¢,}

Ahora utilizamos estas definiciones en los elementos de matriz del operador
de FOCK

N2

F,, = Hire+ 2 ) CLCil2(uv|ad) — (ni|ov)]

= HZ™ + 3 P,,[(uv|o2) — 5(pi|ov)]
Ao

= HZ" + G,,

Y ()i = [dr de, SRS GH2IP,(2)

(en notacion quimica), y G, es la contribucion bielectronica de Coulomb e
Intercambio en la base espacial



- VEAN QUE EL NUMERO DE INTEGRALES BIELECTRONICAS EN BASE

K4-
ESPACIAL ES DEL ORDEN B 111 lo bueno es que se calculan una

solavez, pero su acumulacion ocupa espacio j!!

- También vean que F = F(P) , o bien F = F(C) depende de las
soluciones que buscamos. Por lo tanto, el procedimiento iterativo es
mandatorio

Por lo tanto, las ecuaciones a resolver son las ecuaciones de Roothaan

F(C)C = SCe

Para que estas ecuaciones tengan la forma de un problema de autovalores y
autovectores hay que ortogonalizar la matriz S

Esto significa hallar una transformacién X ( con matriz no singular, para que exista

x1 ) en la base de orbitales espaciales tal que

X'SX =1

como S es hermitica también se puede diagonalizar
UtSU =s
-Procedimiento autoconsistente (SCF)

1- Especificar la molécula : {R4} ; Z4; el nimero de electrones N la base {¢,,},
2- Calcular los elementos de matriz que dependen de los DATOS de 1-

Swi HR™; (uwv | Ao)

3- Diagonalizar la matriz S, y obtener la matriz de la transformacién X (utilizando

algin método de ortogonalizacion)

4- Proponer una matriz P inicial.

5- Calcular la matriz G= G(P), utilizando P y {(uv | 16)}
6- F,, = HJ + G,

7- calcular la matriz transformada F' = X*F X.



8- Diagonalizar F' , hallar C' y €.

9- Calcular C =X C

10- Evaluar la nueva matriz P. Verificar si el procedimiento fue convergente
(utilizando algun threshold prefijado, ya sea en energia o densidad).

11- Si no es convergente volver a 5- y continuar iterando hasta CONVERGENCIA.

12- Una vez alcanzada la convergencia, los valores de C,P ) F , son los finales

y se pueden evaluar energia, propiedades, valores de expectacion.

Valores de expectacion y analisis poblacional

Una vez convergida la matriz densidad se puede evaluar la energia del estado

fundamental de Hartree Fock, | g > la energia

Ni2 N2 Nf2

E0=22hm+ Z Zyﬂﬁ_Kﬂb
a a b

Las energias orbitales, por ejemplo, de los ocupados

N2

8a=f;m= htm + Z 2Jab_Knb
b

Y por lo tanto

N2 Nj2Z

Eo= 2 (o + fo) =} (ha + &)

yAvA
E,N=Eo+§ y =2

B> A ‘RAB

Para cualquier operador suma de operadores de un electron,



@, = i h(i)

=1 su valor de expectacion es

N72
01> = {Po|0|¥o)> = 3. Wolhlr) = 2 Poalv]re)

escrito en funcién de la matriz densidad

Ejemplo: momento dipolar

q"o> + Z ZR,
A

N
- Z I,
i=1

ﬁzzqirl ﬁ=<qlﬂ

i _z Z va(“'lr,ﬂ) + ;ZARA

cantidad vectorial,

La carga electronica es el nimero de electrones N

N2

N=2) Idr|t}/d(r)|2

que se escribe en funcion de la matriz densidad

N=YYP,S,=Y (PS), =trPS
BV u

(PS )’”‘_ es la cantidad de carga electronica asociada al orbital p. (analisis

de Mulliken). Se puede definir la carga asociada al atomo A:

Ga =ZA - Z (Ps)pp

ne A



Este andlisis poblacional no es Unico ya que tr AB = tr BA, y entonces

N =Y (s°PS' %),
T}

a= 72, corresponde al andlisis de Léwdin

N = Z {SHIPS”I)M = Z P:m
[ [

p(r) =) ) P,dr)di(r)

AGEDN Sl WX ()

ga=2Z,— > (S'ZPSY2), .

ped



Ejemplos: H28
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Fig. 5.10. Molecular-orbital energy-level diagram for the water molecule.

R = H.—e[’ K= E.Rr.gr R = ESRmf R = SRH_.[

Erur | —76.024039 75587711 —~75.441244*  —75.393278"
HOH bond angle is fixed at 110.565° and R = 1.84345q,

Rref =distancia H-O de equilibrio (minima energia)
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Fig. 5.13.  The Hartree-Fock dissociation of the C;, water molecule in the cc-pVDZ basis for a fixed HOH
bond angle of 110.565° (atomic units). On the left, we have ploned energies on an absolute scale; on the
right, we have plotted energies relative to that of the FCI wave function. The FCI curve is plotted in grey, the
RHF curves are represented by full black lines and the UHF curves by dashed black lines. In the figure on
the Jeft, we have also indicated (with a dotted line) the presence of a second RHF solution of 'A, symmelry.
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Fig. 5.12. The Hartree-Fock dissociation of the hydrogen molecule (atomic units). On the left, we have
plotted the ce-pVQZ dissociation curves for the RHF wave function (solid line), for the UHF wave function
(dashed line) and for the FCI wave function (thick grey line). On the right, we have plotied the expectation
value of the total spin squared for the UHF wave function,
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